
Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Tineretului 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

 

 

 
Soluţie 

1.a) ( ) ( ) 1
1f x x

αα α−′ = + − . 

Dacă 0x <  rezultă 1 1x+ < , deci rezultă ( ) 1
1 1x

α −+ < , de unde ( ) 1
1 x

αα α−+ <  şi în final ( ) 0f x′ < . 

Dacă 0x >  rezultă 1 1x+ > , deci rezultă ( ) 1
1 1x

α −+ > , de unde ( ) 1
1 x

αα α−+ >  şi în final ( ) 0f x′ > . 

Rezultă f strict descrescătoare pe ( )1,0− şi strict crescătoare pe ( )0,∞ . 

b) f este strict descrescătoare pe ( )1,0− , deci ( ) ( )0 0 1x f x f< ⇒ > = . 

f este strict crescătoare pe ( )0,∞ , deci ( ) ( )0 0 1x f x f> ⇒ > = . 

Aşadar ( ) ( ) { }1, 1, \ 0f x x> ∀ ∈ − ∞ , de unde rezultă  cea ce trebuia demonstrat. 

c) ( ) ( )( ) ( )1
1 1 0, 1,f x x x

αα α −′′ = − + > ∀ ∈ − ∞ .  Rezultă f convexă pe [ )0,∞ .Prin urmare 

( ) ( ) [ ), , 0, .
2 2

f a f ba b
f a b

++  ≤ ∀ ∈ ∞ 
 

 Pentru 2a x= şi 2b y=  rezultă inegalitatea din enunţ. 

2.a) ( )( )
1 1

1

0
0 0

11
( ) 1 ln 1 ln 2

01 1

x
f x dx dx dx x x

x x
 = = − = − + = + + ∫ ∫ ∫ . 

b) Deoarece  

[ ]

[ )
[ )
[ )

1,   1,2

2,   2,3

3,   3,4

4,   4

x

x
x

x

x

 ∈


∈= 
∈

 =

    rezultă 
4 2 3 42 2 2 2
1 1 2 3

( )[ ] ( ) 2 ( ) 3 ( )f x x dx f x dx f x dx f x dx= + +∫ ∫ ∫ ∫ . 

Prin urmare este suficient să calculăm 
( )

2
2

2
2

1 2 1
( ) 1 1

1 1 1

b b b

a a a
f x dx dx dx

x x x

    = − = − +   + +  + 
∫ ∫ ∫  

Dar 
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2
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2 1 1 1
1 2ln 1 2ln 1

1 1 11

b

a

b
dx x x b b

ax x bx

    − + = − + − = − + − −  + + + + 
∫  

( ) ( )( )
1 1

2ln 1 2ln .
1 1 1 1

a b a
a a b a

a b a b

+ −− + + + = − + +
+ + + +

 

c) Deoarece ( ) ( )( ) ( )
0 0

ln 1 ln 1
01

n n nx
f x dx dt x x n n

x
= = − + = + −

+∫ ∫   şi ( ) 1
1

1
f k

k
= −

+
 rezultă  

( ) ( ) ( )
1 1

1
ln 1 ln 1

1

n n

n
k k

a f k n n n
k= =

= − + + = + −
+∑ ∑ . Prin urmare ( )1 1 1

1 1 ... ln 1
2 3 1na n

n
 = − + + + + − + + 

 

0 1, 1na n< ≤ ∀ ≥ , deci şirul  ( ) 1n n
a ≥  este mărginit 

Şirul  ( ) 1n n
a ≥  este crescător. Fiind crescător şi mărginit este convergent. 

Observaţie. Şirul are limita1 γ− unde 0,57721...γ = este constanta lui Euler. 

 
 


